Capitulo 6. Geometria Complexa: Métodos, Configuragoes e Aplicagoes Wallace Santo

Exemplo — conciclicidade via razdo cruzada

Verifique se os pontos A =1, B=-1,C =ieD = —i sdo conciclicos.
Resolugdo. Calculamos a razdo cruzada:

(@-c)b-d) (1—-i)(~1+1i)
a—db-c) (1+i)(-1-i)

Como
(I-i)(-1+1)=2i e (1+i)(-1-1i)=-2i

o quociente vale

2i

— =-1€eR.

—21
Logo A, B, C e D sdo conciclicos. Neste caso, a circunferéncia é o préprio circulo unité-
rio.

@ Vocé Sabia? — O triangulo russo

Em 1922, Edward Mann Langley propds na Mathematical Gazette um problema de
aparéncia singela: num tridngulo is6sceles com angulo no vértice de 20°, tragam-

se duas cevianas cujos angulos com a base sdo dados; pede-se o dngulo que elas
formam num dos pontos de intersecdo. A questdo revelou-se tdo resistente a abor-
dagens elementares que rapidamente ganhou o apelido de the world’s hardest easy
geometry problem. No Brasil, o problema circula sob o nome de tridngulo russo,

por ter aparecido recorrentemente em olimpiadas soviéticas e, depois, em listas
preparatorias para ITA e IME. Até hoje sdo conhecidas mais de cem solugdes distin-
tas: por trigonometria, geometria sintética, coordenadas e niimeros complexos. A
seguir apresentamos esta tltima.

Exemplo — Angulos adventicios — o tridngulo russo de Langley

No triangulo isésceles ABC com AB = AC, /ABC = LACB =80° e /.BAC = 20°,
tomam-se N sobre AC e M sobre AB tais que

/ABN = 20° e LACM = 30°.

Determine /BN M.
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A
/\

AB =AC

Resolu¢do. Como AB = AC, os angulos da base medem 80°. Portanto
LABN = 20°, LACM = 30°.

Além disso, BN faz 60° com o eixo real positivo e CM faz 130° com esse eixo.

A

Colocamos A na origem e escolhemos B e C no circulo unitério:
A=0, b = cis(—=100°), ¢ = cis(—80°).

Entéo |b| = |c| = 1, de modo que AB = AC, e a diferenca entre os argumentosdeceb é

20°, como pede o enunciado.
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Como M € AB, existe t € (0, 1) tal que
m = t cis(—100°).

Por outro lado, M também estd na reta por C com dire¢do 130°. Logo existe u > 0 tal
que
m = cis(—80°) + u cis 130°.

Igualando as duas expressdes e multiplicando por cis 100°, obtemos
t = cis20° + u cis 230°.

Como t é real, a parte imagindaria do lado direito deve ser nula. Segue que

sen 20°

sen 50°"

Tomando a parte real,
_sen 30° B 1
"~ senb0°  2cos40°

Portanto
_ cis(=100°)

2cos40°

A
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Fazemos o mesmo com N. Como N € AC, existe s € (0, 1) tal que
n = s cis(—80°).
—
Como BN tem direcdo 60°, existe v > 0 tal que
n = cis(=100°) + v cis 60°.
Multiplicando a igualdade por cis 80°, obtemos
s = cis(—20°) + v cis 140°.

Novamente s é real, e a parte imagindria fornece

_sen 20° B 1
T sen40°  2cos?20°

Tomando a parte real,
1
T Dcos20°°
Logo
_ cis(=80°)
~ 2c0s20°°

A

B C

Agora calculamos as dire¢des dos vetores que partem de N. Primeiro,

cis(—80°)
b—n =cis(—100°) - ——.
n = cis(=100°) 5 o0s 300
Colocando cis(—100°) em evidéncia,
cis 20°
b—n=cis(-100°) {1 - ————].
n = cis( ) ( 2 cos 20° )
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Como 2 cos 20° = ¢is 20° + cis(—20°), segue que

cis20°  cis(=20°)
2c0820° 2cos20°

Portanto
b= cis(—120°)’
2 cos 20°
e dai

arg(b — n) = —=120°.

—

Para o vetor NM,

cis(=100°)  cis(=80°)
2 cos 40° 2cos20°

m-n=
Colocando cis(—100°) em evidéncia,

1 cis 20°

—n = cis(—=100° —
m =1 = cis( )2COS40° 2 cos 20°

Passando ao mesmo denominador,

cos 20° — cos 40° cis 20°

—n = cis(—=100°
m—n = cis( ) 2 cos 20° cos 40°

No numerador,
c0s 20° — cos 40° cis 20° = cos 20° — cos 40° cos 20° — i cos 40° sen 20° = sen 20° cis(—50°).
Logo

B sen 20°
2 c0s 20° cos 40°

m-—n cis(—=150°),

e, portanto,
arg(m —n) = —150°.

Assim,

m-—n
—— ) = (=150°) — (-120°) = —=30°.
arg( T ) = (<150°) - (~120°)
. % ﬁ . .
Esse é 0 angulo orientado de NB para NM. O angulo interno pedido no problema é€,
portanto,
LBNM = 30°.

Convém manter cinco cuidados ao longo das solugdes: Im(z) = 0 significa que z é real,
ndo que z = 0; arg(-) fornece angulo orientado; férmulas de reflexdo como z — 2?7 va-

lem para retas pela origem e exigem translacdo no caso geral; em produtos conjugados,
1
a
seguir levam esse vocabulario a problemas mais longos.

todos os fatores devem ser conjugados; e @ = = s6 vale no circulo unitério. Os exercicios a
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6.9 Exercicios

Figuras basicas e distancias

Exercicio 1. (Alturas do tridngulo)
Sabendo que BR =12 cm, BP=9cme E =4 cm, e que a medida em cm de @ é
uma fracao % (com u, v primos entre si), determine u + v.

(A) 10

(B) 13

(C) 15

(D) 19

(E) 21
Resoluc¢ao.
Coloque B=0,BCCR,C=c€eRspeA=9+1iy,y >0, pois P é o pé da alturade A
em BC e BP = 9. Defina k = |A| = /81 + y2.
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